
πの無理性
非負整数 nに対して

In(x) =

∫ 1

−1

(1− t2)n cosxt dt　 (x ∈ R)

とする.このとき部分積分を行うことにより, n ≥ 2のとき

x2In(x) = x2

∫ 1

−1

(1− t2)n cosxt dt

= 2nx

∫ 1

−1

t(1− t2)n−1 sinxt dt

= 2n

∫ 1

−1

{
(1− t2)n−1 − 2(n− 1)t2(1− t2)n−2

}
cosxt dt

= 2n

∫ 1

−1

{
(1− t2)n−1 + 2(n− 1)(1− t2)n−1 − 2(n− 1)(1− t2)n−2

}
cosxt dt

= 2n(2n− 1)In−1(x)− 4n(n− 1)In−2(x)

となる.ここで, Jn = x2n+1In(x)とすると, In(x)の漸化式より

Jn(x) = 2n(2n− 1)Jn−1(x)− 4n(n− 1)x2Jn−2(x)

となる.ここで以下の補題を示す.

補題. Jn(x) = n!(Pn(x) sinx+Qn(x) cosx)をみたす Pn, Qn ∈ Z[x], degPn, degQn ≤ nが存在する.　
証明. 数学的帰納法で示す.

(i) n = 0, 1のとき
J0(x) = 2 sinx, J1(x) = 4 sinx− 4x cosx

より成り立つ.

(ii) 　 n = k, k + 1のとき補題が成立すると仮定する.このとき

Jk+2(x) = 2(k + 2)(2k + 3)Jk+1(x)− 4(k + 2)(k + 1)x2Jk(x)

= 2(k + 2)(2k + 3) · (k + 1)!(Pk+1(x) sinx+Qk+1(x) cosx)

− 4(k + 2)(k + 1)x2 · k!(Pk(x) sinx+Qk(x) cosx)

= (k + 2)!
{(

2(2k + 3)Pk+1(x)− 4x2Pk(x)
)
sinx+

(
2(2k + 3)Qk+1(x)− 4x2Qk(x)

)
cosx

}
となる.よって

Pk+2(x) = 2(2k + 3)Pk+1(x)− 4x2Pk(x), Qk+2(x) = 2(2k + 3)Qk+1(x)− 4x2Qk(x)

とすると, Pn, Qn ∈ Z[x], degPk+2, degQk+2 ≤ k + 2をみたす.よって, n = k + 2のときも成り立つことが
示された.

(i), (ii)から数学的帰納法により補題が示された.

ここで, πを有理数と仮定し,
π

2
=

a

b
(a, b ∈ N)とする.補題の等式と Jn(x) = x2n+1In(x)に x =

π

2
を代入して整

理すると
a2n+1

n!
In

(π
2

)
= Pn

(π
2

)
b2n+1

となる.ここで,右辺は任意の nに対して整数であることに注意する.左辺は

(0 <)|In(x)| ≤
∫ 1

−1

|1− t2|n| sinxt| dt ≤
∫ 1

−1

dt = 2

1



であり, lim
n→∞

a2n+1

n!
= 0より,十分大きな自然数N に対して

0 <
a2N+1

N !
IN

(π
2

)
= PN

(π
2

)
b2N+1 < 1

をみたす.これは矛盾である.

以上より, πは無理数であることが示された. ■

2


